L1. Interpolarea

1.1 Polinomul dz interpolare Lagrange
1.1.1. Aspecte teor etice

Una dintre cele mat vechi @ generale formule de interpolare este cea datoratd hu
Lagrange. Ma mult decdt Tn uwhlitatea practicd directd, importanta e1 constd In consecintele
teoretice. O intreagd clasd de formule de integrare numernca are la bazd aproximarea functiulor
prin polinomul de interpolate al lu Lagrange. Pe de altd parte, pleciind de la acest interpolant pot
fi constrite scheme de denvare numericd cu diferite ordine de precizie

sa presupunem cd, pentro functia A% care trebuie aprommatd, sunt cunoscute » walont
corespunzitoare argumentelor xp Xa . . . . X, dinintervalul [cr,ﬁ]:

Jtx) = v, (R IO
e propunem constrrea umi polinotn F,0x) care s 1ain punctele de tabelare x; aceleag

walon cag functia /(x),

Poix) =y, i=1LZ...n (1.1.13
In acest scop s& construim ma thtf o familie de polincame pyfx), pentru care are loc
1 j=i
b 12
7ilx;)= 4, {o,m (11.2)

unde & este ssmbolul lmt Kronecker. Decarece py(x) trebuie sé se anuleze in toate cele » puncte

de tabelare cu exceptia punctulw %, e poate 1 sonie sub forma unwi produs de factert de forma

(x -x;), din care, in particular, lipseste factorul (x - x):

2y I':le= |:J--"'z']___[ (x— x,;":l'

Jwi
Astfel definit, pofx) este un polinetn de ordinul e-0). Ludnd x = % 5t avand in vedere ci

o 1 :
pifx} = 1, se gisegte coeficentul constant O = . Cu acestea, pentru polinotnul pax)

g

rezultd expresia

p;-[ﬂ=ﬁm- (11.3)

I
Fevenind acumn la problema infald, polinemul Fufx) care satisface condtule de

interpolare (1.1.1) peate f1 scris ca o combinatie inlard a polineamelor pyx), pornind de la faptul



cd fiecare dintre acestea din unma se anuleazd in toate punctele de tabelare cu exceptia cite unua
singur - x; In plus, decarece polincamele pyx) sunt de ordinul - 1), Fugx) este el insup de
ordinul (2- 2) g avem
Ea(x)=2 pilxl. (1.1.4)
il
Uhlizénd proprietdhle (1.12), se poate arfta ugor cd sunt satisficute conditule de
intetpolare (1.1.1):
Bl )= Tnla =2l 80i=vp, =182
il i1
Inlocuind expresia (1.1.2) a polincamelor pox) in (1.1.4) rezulté polinomul de interpolare

Lagrange:

Ba(x)= 25— (11.5)
. L (xi 2 x.i":'

In general, num &l de puncte utilizate Tntr-o schem de interpolare minus unu este numit
ordinul interpoléni §1 h cazul de fatd acesta este egal cu ordinul polinomulul de interpolare.

Pentru a demonstra vnicitatea polinomulw de interpolare Lagrange wotn presupune
contrariul, adicd faptul cd existd un polinom Faa (x) diferit de B (x), care satisface de
asetnenea condititle de interpolare

;_D:u-llixi ):yz-, i=1z2,. ..»n
In consecintd, pelinomul
Op(x)= Par(x)~ B, (%)
se atuleazd in toate cele # puncte de interpolare % Fiind Tnsd de ordinul /2 - 1), nu are decét i -
i) zerouri, §i ded rezultd afi identic nul. Prin urmare, Paa (x)= B {x)

In cazul particular # = 2 formulalui Lagrange se reduce la

X=X X=X
Blx)=—p+—Ly, (11.6)
X X=X

st descrie dreapta care trece prin cele doud puncte de tabelare. Pentru 2 = 3 interpolantul Lagrange
corespunde parabol et definite de cele tre1 puncte de tabelare

Bx)= (= x)lx—x) i+ (x—x)(x - %) v, + (2= % )z —x,) v (117

I:xl = xﬂ)[xl = x3) I:xz = xl)[xﬂ & x3) I:x3 ! )I:x3 = xz) :




Urmétearea functie unplementeazd formula (1.15) a polinomulwm de interpelare

Lagrange.

#Hinclude < stdlib >
Hinclude < stdio b=
Hinclude < math b=

doutle Lagrange double xi[], double [, it md, double x)
F A
Ewralusaza polinomud de interpolare Lagrange

xi[] - absrisele punctelor interpolate

W[] - ordonatele punetelor interpolate

ti - ronanal panectel or interpol e

x - argumerntid politomudid

double p, W,
i
w=0.0,
for (i=0;1 < m; i+
d
p=1.0,
for (=0, < 1 j+4)
i) 1= 1)
p = G- D/ Gedfi] - xiff D
y+=p* wlil
}
return 7,
I
i d thai )
d
doublex[8] = {0.15,02, 03,0505 11,14 1.7};
double y[E];
for (it i= 0; i< 8,1+
ylil =1 fx(i;
printfi "V aloarea irderp olantid v in punchd 1.3 ege %" Lagrangex, w 2,1 .30,



Apromimareafunctulor tabelate

T
i T

|
|

(4] rlnie in i i
‘ L ralank sdine

T
el

r

FIGURA 1.1.1
Exemplu in care interpolarea cu ajutorul polinomulut lw Lagrange conduce la oscilatis.

Datele interpol ate provin din egantionarea funchiel fx)=1%

Eelatta (1.1.5) evidentiazd faptul cd aproxmimarea realizatd cu ajutonl polinemulul de
interpolare Lagrange este esentialmente #efocadd, in sensul cd la evaluarea interpolantulu
contribute informatit din foade punctele tabelate, nu numal din cele din vecinitatea
argumentulu considerat. MNelocalitatea garanteazd pe de o parte "netezimea" aprozimdry
prin continuitatea dertvatelor, insé, pe de alte parte, poate induce oscilats complet striine de
compottarea reala a functier aprommate.

Una dintre cavzele apantiel oscilatiilor polinomului Lagrange o constituie
dispunerea neadecvatid a punctelor de tabelare. Pentru ilustrarea acestui fenomen a fost
consideratd functia f{x) = I/, pentru care, aga cum se vede din figura 1.1.1, au fost generate
puncte de interpolare corespunzitoare argumentelor 0015, 02, 02, 05, 08, 1.1, 1.4 51 1.7,
Distanta relativ mare dintre abscisele ultimelor puncte face ca interpolantul Lagrange s nu
poatd reproduce functia modelatd Tn acest domentu g si prezinte oscilatl din ce in ce mat
ample. Distribuind Tnsd in meod echidistant abscizele, oscilatile se reduc pénd aproape de
disparitie. Mai mult, adiugind incé un singur punct de tabelare, tot in conditule dispunern
echidistante a absciselor, oscilatule pot fi eliminate complet In acest caz. Trebuwe avut in
vedere totug cd, neinsotite de o dispunere judicioasd a absciselor, cregterea numarulu
puncteler de tabelare nu Imbunatateste Intotdeauna precizia interpoldni, decarece, In
general, prin cresterea corespunzitoare a ordinului polinomului de interpolare apar Zerourt

suplimentare g dect oscilaty suplimentare ale interpolantulu.



Prin constrast cu comportamentul interpolantulu Lagrange 1n exemplul considerat
mai gus, din figura 1.1.1 se poate constata cd aproximarea realizatd cu ajutornl functuler
spline cubice, nu prezintd oscilatin. Calitativ, acest comportament difent poate fi explicat
prin faptul ca restrictile interpolantulul spline Intre punctele de tabelare sunt polincame
de ordin scézut, cu numir mic de zerourt @1 dect tendintd redusa de osulatie.

Pe baza formuler de interpolare Lagrange se poate rezolva g1 problema infer-
poldrii inverse, adicd gisirea argumentului pentru care polinomul Lagrange are o
anumitd valoare. Pentru aceasta este suficient sa se considere v ca variabild independents
#1 5d ze scrie, prin analogie cu relatia (1. 1.5), o formula expriménd x ca functie de

n H[F‘J"z‘)

P (1.1.8)

= l}'q
i=1 ]___[ (J’;‘ _J’j)
i

X

Cu ajutorul acester formule se poate gési o radacing aprommativd a ecuatien f(x) =
f) In acest scop se calculeazd un tablou de walon y; pentru # argumente z; apropiate de
radicind Punind apet » = O 1o relatia (1.1.8), se giseste radacina respectivd Dacd

Flxi=E_ (x) este un pelinom de ordinul »# - 1, radicina determinati prin aceastd metodd

gste exacta.

1.1.2. Desfasurarealaboratorului

1. s sze scrie algontmul de calcul al polinomulu de interpolare Lagrange pentru functia
fi=z) = Uz g s& se afigeze waloarea interpolantului in trei puncte la alegere.
Corectitudinea valorileor obfinute se va aprecia prin comparare cu valoarea calculati a
functiet in punctele respective. Se vor considera o puncte de interpolare distribuite
aleator Tn intervalul (0,2]

2. cd se scrie algentmul de calcul al polinemulul de interpeolare Lagrange pentru functia
fi=) = {1=)5 51 54 se afizeze valoarea interpolantului Tn trei puncte la alegere.
Corectitudinea valonlor obtinute se va aprecia prin comparare cu valoarea calculaté a
functiel Tn punctele respective. 5e vor considera 10 puncte de interpolare distribuite
aleator Tn intervalul (0,2]

3 shose serie algentmul de calcul al polinemulul de interpeolare Lagrange pentru functia
fi=) = 1/{x-3) 51 34 se afigeze valoarea interpolantulut In trei puncte la alegere. Se vor
considera & apot 15 puncte de interpolare distnbuite uniform in intervalul (0,2] 51 se va

face comparatie intre valerile obtinute Tn cele doud cazur



1.2. Metoda Neville
1.2.1. Aspecte teoretice

Mletoda Mewville nu constituie o abordare distinctd a problemel interpoldni, o
reprezintd mai degrabd un algoritm optim de construire a polinomulul de interpolare unic
printr-un numdér dat de puncte, care este polinomul Lagrange TUn dezavanta) al utilizdng
directe a formulel (1.1.9) a polinomului Lagrange este acela cd nu oferd o estimare a
erort, decdt prin compararea valoni interpolantilor pentru setun de puncte de tabelare
care se subintind Acest mod de lucru nu permit Tnsd refolosirea rezultatelor obfinute
pentru un anumit interpolant in evaluarea interpolantilor de ordin superior.

Metoda Mewille unplicd in esentd calculul iterativ al interpolantilor de ordine
consecutive, construift relativ la subsetunt crescinde de puncte de interpolare, cu
refelosirea Tn cel mal inalt grad a rezultatelor antericare s furnizénd in mod natural o
estitnare a erorii aproxim dri.

Fie functia fiz) specificatd prin cele »# valon corespunzitoare sirulm de argumente
T e

fl':x!-:l:_}fz-, i=12,.. .1

Pentru a construi eficient polinomul Lagrange care interpoleazd toate cele # puncte
de tabelare (x;, 34, 8 modeleazd functia fix), definim mai Intd o familie de polincame de
interpolare, astfel ca P 58 fie polinemul wnic care interpeleazd succesiunea de puncte
cu abscisele cuprinse intre % §1 %, adicd

Rixy)=w. izks (1.2.1)
Desigur, interpoland i+ puncte, polinomul A /%) este de ordinul ~ In
particular, F1iix) este polinomul de ordin zero care interpoleazd numal punctul (x5,
adicd functia constantd care 1a pentru orice argument valearea ;. Pentru ansamblul
polincam elor By %) avetn atunci:

Biarta, RS0 (1.2.2)
Evident, polinomul Lagrange céutat poate f1 identificat cu Pp.fx), care este
polinomul de interpolare unic Th raport cu intregul set de date:
B(x)=£,(x) (1.2.3)
Evaluarea polinomului F; %) pentru un anumit argument x poate fi realizati in
mod optim aranjand wvalonle Fiix) petrivit urmitorulm tablow  cw “predecesoni” @
“descendent1t”, pe fiecare coloand aflandu-se polincamele de acelagt ordin m (egal cu

diferenta j-7 dintre cet dod indict):



m=10 1 2 Low=2 n-1
A f; A2 e o hy
~g 5a B Baa  Ha
A3 s
w221 duza
for | B Fu
Iy | fa

Metoda Mewille este propriu-ziz un algontm de completare recursivd a coleoanelor
tabloului - de la stinga la dreapta, pornind de la polincamele de ordin zero Figx) #
conducind pe ultma coleand la un singur descendent, care este valoarea ciutatd Prax).
Propagarea valorilor ge poate efectua pe baza relatier dintre un anumit descendent 5l o
cet dot predecesort a s# de ordin infenor, Popx) g1 Py (caracterizatl prin aceeag

diferenta j-i-7 intre indici), situatt unul sub altul pe coloana antertoard:

a2, [x) _ (x— Ay JPz'\;-'—l [x:'j ['xi = x:'ﬁn,;' I':le (1.2.4)

Intr-adevir, pentru orice xp cu i=tk=j sunt satisficute conditiile de interpolare,
decarece predecesort Fropx) o Fygux) satisfac e Ingig aceste conditn pentru subsetul

comun de puncte de interpolare:

i +lx —
P [x.:;): (xs; xj)};k_ ‘_’Ex: x.i;:]}’k —
i 7

In particular, pentru punctele extreme x; 51 % are loc

B, (x)= (% = by + (% — )8, (%)

=
X=X

g (xj:]: (xj — R Faa (x.i")"' (xz' = xj-)yj _

i

= T
X=X

Prin urmare, polinomul Pzl definit de relatia de recurentd (1.2.4) interpoleazd
toate cele j-i+] puncte (o), g, fiind un pelinem de ordinul j-i, reprezintd intr-
adevir polinomul unic de interpolare, adicd polinomul Lagrange.

Avind Tn vedere cd metoda Mewille implicd parcurgerea pe coloans a tabloulu de
wvalont Fiyx) g1 caindicu polincamelor de pe o anumitd celeand m sunt legati prin relatia
J=mH, formula de recurentd (1.2.4) poate f1 rescrisd sub o formd mal adecvatd pentru

implementin prin introducerea notatilor E(m:'l:xj:ﬂj[x:l 1 Kprti=X;, Care pun in evidentd

indicele de coleand a1, tmplicit, erdinul polincamel or;



o =1 B )+ (x, - x)E® V%
P(}I:xj [ m+i)z [) [z :lz+1 [), {125}
AT X
m=l2,  n-1, =12, n-m
Indicele de coloand m poate fi parcurs Th mod independent, 1ar pentru fiecare coloand
indicele de linie i 1a #-p valor, cu una ma putin decét pentru coloana antenoard. In i pl em entén

concrete este suficientd utilizarea unwt tablouw unidimensional, Tn ale cérui cotnponente sunt
memorae valonle polinoarnelor E(”:' (x) de pe coloana curenti,
O estitnare wiild pentru eroarea aprommary functier tabelate prin polinemul Lagrange

s ﬂ(”'l}[le este furnizatd de diferenta ultimilor dot predecesen:
A =|RE(x) - A (x)

semnificafia argumentel or wrmatoarer unplementin a metoder Mewille este Th esentd
aceeagt cu ceadin cazul rutinet Lagrange, prezentati In sectiunea anterioard: xy 1)y - tabloun care
contin perechile de coordonate ale punctelor de interpolare, 27 - numénil punctelor de interpolare
s x - aroumentul pentny care se evalueazd polinemul de interpolare. Parametnul *errreturneazd, in
plus, eroarea aprozimarnii.
#include "gdioh"
#include "gdib K"
#include "math h"

doutle M evrilled doubl e xi[], double sd[], it +d, doublex, double *erd)

oot e s e

Ewalusaza polinoml de irterpolare Lagrange prinmetoda Neville s rebrneara o estimare a eroril ahsolute
xi[] - absrisele putictelor interpolats

wi[] - ordotatele punctelor interpolate

11 - ronanal puanctel or interpol e

x - argn ety polinomod

Fery - estitharea erorii absolute a walorii polin ol (iesire)

___________________________________________________________________________ #f
i

doutle *p, v,

it 1, m;

p=double¥imallocin * sizeofi double);

for fi=0;1 < iy i+ Mirmtidlizeara tablodl cu

] = w[); M opolinoatrele de ardin 0+
for(m=1;m<i-1; m++) B par oarge ool oanele tabloulud *



for (i=0;i<ni-m; i++

pli] = ((x - wilm + i) * p[i] + Geifi] - %) * p[i+ 1T/ Gei[i] - wifm +i]):

v=p[]; M wraloarea polincgmulad *F
*ery = faba (1] - p[2]: M egtithatea erorid *
free(p);
retien iy,
i
veid mairg)
{
douklex[8] = {0.15,02,03,05081.1,1417);
double y[2];
doahl e er=0;
for (irti= 0;1< 8, i+
wi] =1 fx[i];
prindf "V aloarea irderp olantid in punehd 1.55 este 3WIE", Newllex, w 2,155, &er);
prindfi" cu o valoare a erorii de %6510, e
!
1.2.2. Desfagurarealaboratorului
1. =4 se scrie algoritmul metoder Mewille pentru funchia fiz) = Uz ¢ 28 se afigeze
val parea interpolantulul g1 a erorii T trei puncte la alegere. Se vor considera 8 puncte
de interpolare distribuite aleator Tn intervalul {0,2].
2. sd se scrie algoritmul metodel Newille pentru functia £(x) = (7x)/23 51 s se afigeze
valoarea interpolantulul §1 a eronii in tret puncte la alegere. Se vor considera 10 puncte
de interpolare distribuite aleator Tn intervalul (0,2]
3 s ge scrie algoritmul metoder Mewille pentru functia £ix) = 1/(x-3) g1 58 se alizeze

val oarea interpolantulul s a erorit in tret puncte la alegere. Se vor considera 15 apot
20 puncte de interpolare distribuite uniform in intervalul (0,2] s1 se vor compara

walorile erorilor obtinute In cele doud cazun.



L.2. Calculul integralelor unidimensionale

21, Formulele de cuadrainri Newion-Cotes
2.1.1. Aspecte teoretice

Sd presupunem cd pentmy o functie v =£(x) se cere calculul integraler definite

)
1= f(m)dx. (2.1.1)
Inpéartm intervalul [ab]in (n-1) subintervale egale, de lungime
h=FB-a)iln-1) (2.1.2)
prin punctele
x=a+(i-Thi=12 (2.1.3)

i presupundnd cd sunt cunoscute valorile f, = F(x,) in nedunile x,, vom aproxima functia

flixj] prin polinomul de interpolare Lagrange

[Tx—x,
[ ) Z g e T l]
dml H(x o x :|
Fui
Introducind vanabila adimensi onald

g=(x—a)ik, gel0,n-1]

argumentele functitlor pot fi exprimate sub forma x=a+gh 3§ produsele din expresia
polinomului de interpolare Lagrange devin

[T(x-x)=r""T]lg~ (-1

Jwi Juid
» i-1 b
TTlx - %,)=d 16— )= e TT6 - ATT0 )= 17 06— D)
Jwi i J=1 J=i+l
Zu acestea, polinemul Lagrange se scrie

A H g~ (i -1]]
e 2 ey T eid

g1 obtinem urmdtoarea aproximatie a integralel ciutate

[ #lxhn = IPx-llix)dxi;Afi (2.15)

cu coeficientt A dat de

bl

4] E,,[gf[j_% W Tl G- 1)

Py ey Ry ey ey

Pundnd acestt t:c::-eficmnn sub forma A =(b—a)H,, rezultd din (2.1.5) formula de
cuadratird Newton-Cotes,

10



[ #(exe b —a)3 By (217

i=1

in care coeficienttt A, numitt cogficienti Cofzs, au expresiile

7 [} TTle- G-k
CEDTE- i) -1)

e remarcd faptul cd, potnwit defimtier de ma sus, coeficientn Cotes sunt

independenti att de functia integratd cét s de intervalul de integrare. Trebuie mentionat, de
asemenea, cd au loc proprietétile:

i=12...n (2.1.8)

(2.1.9)

»—i+l.

T Al
iml

Prima dintre aceste relaty poate fi demonstratd imediat punind in formula de
cuadraturd (2.1.7) fl:x:lsl .iar cea de a doua proprietate rezultd chiar din expresia (2.1.8) a
coefictentilor.

2.2, Fornula trapezelor
2.2.1. Aspecte teoretice

Particularizénd relatitle (2. 1.8) pentru cazul n=2, obfinem coeficienttn Cotes

1 1
H1=—L(q—1)dq=5 (2.2.1)
1 1
Hy=[ ade=—, (2.2.2)
s tnlecuindu+ in formula de cuadraturd (2.1, rezultd foremda trapezid:
%, b
|, fx = (f +72) (223

IMumele formulel se datoreazd faptulul cé, aga cum se vede in figura de tmal jos, ea
poate 1 obfinutd prin Inlocuirea functier I:x:l cu segmentul care unegte punctele de
coordonate I:xl,flj 51 I:xl,fgjl, valoarea integraletr fund apromimatd de ana trapezulw
detertninat prin prodectarea acestul segment pe axa abscisel or.

YA

e
Iy L €T

Fig. 2.2.1 Formula trapezulm aprozimeazd functia prin dreapta care trece prin punctele (x1,77)

§1 (X220

11



Eestil (eroarea) formulel de cuadraturd (2.2.3), figurat hasuratin figura 2.2 1, poate fi
dedus presupundnd ci fl:x:l este continud impreund cu prmele doud denvate pe [a:,f:-]

[fl:x:kix s [ﬂ,bD Astfel, expriménd R cafunche de & avem:
X +h A
Rlp)=[," (xSl m) 4 )

Derivand aceastd relatie de doud on 1o raport cu &, obtinem:

R =51l +8)= S 1)l 2 G +4)

R"(k)= —gf"[xl +h).

Integrim acum R”I:Ez:l de doud ort Th raport cu b, observind cA R =R (0 =0 a

utiliziind fearema mediei. Rezultd succesiv:

RO = RO+ [ RGhe=—L 776 =2 17(e)

R(r)= RO)+ [ R0pe =2 (o) =2 ),

unde & & €(x), 2, +1). Astfel, avem pentru restul formulei de cuadraturd a trapezulud

R=-217e) ¢eln.m) (224)

Se constatd ci restul are semn opus derivatel secunde din intervalul (x,x,) si, prin
urmare, formula trapezulul supraestimeazd valoarea integralel dacd " >0 g o subestimeazd
in caz contrar.

Formula trapezului (2.2.3) nu prezintd interes ca atare, decarece, implicind doar doud
wvalori ale integrandului, oferd precizie satistaciteare numal pentru integrarea functuler
liniare. Ttilizand Tnsd proprietatea de aditividaie a integralelor fatd de intervalul de integrare,
wom generaliza acest rezultat in cele ce urmeazd pentru a obtine o formula de cuadraturd de
interes practic.

Y T

= &

=

I
|
|
I ]
. RO
I Is Iy I; Ly

Figura 2.2 2 Formula trapezelor aproximeazd integrand cu linia peligonal & definita de
abscizele gt valonle corespunzitoare ale funcfies

In acest scop Impértim, aga cumn se vede Tn figura 2.2.2, mtervalul @] In (#-1)
subintevalele egale de lungime

12



h=b—a)ln-1) (2.2.5)
prin intermediul punctelor echidistante

x=a+(i-1k, i=12_»n (2.2.6)
Desemnind pnn £, = f[ ) valorile integrandulut in nodunle retelel, aplicdm formula

trapezulul (2.2.3) fiecdru subinterval [xl,x2 ],...,[xﬂ_l,xm],

h k2 h
[ s (A AU+ A) bt 2+ 1)

§1, grupénd termenit, obtinem formada .tmpé'ze'f-::lr'

]:f[x)dm;{ +Zf +—} (2.27)

imd
(Geornetric, aceastid aproxmimatie implici Inlocuirea graficulw functier y= fl:x) cu linia

poligonali care uneste punctele (x), £ ). (x,, A ) (2, £, ).
Eestnl formulel trapezelor se compune din resturile corespunzitoare celor (2-1)
subintervale de integrare,

3
B R AOR [fl +Z‘,f +i} (228)

s1 prezintd o dependentd tipica de k%, Aceastd dependentd are ca g1 consecintd faptul ci, spre

exemnplu, prin reducerea lungimii subintervalelor la val carea b2 sau, echivalent, prin dublarea

numéralu de subintervale considerfnd (2%2-1) puncte de integrare, ercarea de integrare scade

de 4 o1,

Functia Frapesz, prezentatd in continuare, calculeazd integrale definite prin metoda
trapezelor. Datele de intrare ale rutiner sunt lumitele domeniului de integrare, @ 51 &, #
numaryl punctelor de integrare, » Mumele functiel care trebuie integratd este transmis ca
paratm ety corespunzdtor parametrulu formal Fuse. Valoarea integralel este returnatd prin
numele funcies.

double Trapez (double a, double b, int n)
f* Calculeaza integrala functiei Func pe intervalul [a,b]
utilizand formula trapezelor cu n puncte de integrare */
i
doubkle h, =;
int 1i;

h = (b =wa) F (n =elis

= 0.5 * (Funcia) + Funcikb))l;

for (1 = 1; 1 <= (n - 2); 1++4)
s += Funcia + 1 * h);

return h * g;
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Figura 223 Schema de njum atdfire a intervalelor th metoda trapezelor cu contrel automat al
pasului. Prin cennte sunt figurate valenile care trebuie calculate in fiecare etapa

Pentru generarea absciselor de integrare, adunarea repetatd a lungimii pasulud,

X =% th, poate proveca acumularea de erort In cazul numerelor man de puncte de

it
integrare, fuind dect preferabdl 3 utilizarea relatied
Xag=atih, i=01, #n1

In plus, valon generate cu ajutorul acesteia din urmé pot f1 comunicate direct ca argumente Tn
apelul functiel Func.

Controlul pasului st implicit al preciziel de integrare se realizeazd Th practicd adesea
prin proces de exprnmare” numericd Acest proces implicd de obicer calculul integrales
pentry o valoare carecare & a pasului, corespunzind unui numér # de puncte de integrare, s
compararea valoril astfel obtinute cu valearea rezultatd pentru pasul A2, corespunzand unw
numér de (2x-1) puncte de integrare. Injumatafirea pasulul trebute continuata, In principiu,
pénd cind eroarea relativd pentru doud apromimatii consecutive ale integralel scade sub o
valoare admisibild =

Caleulul integralel cu o precizie prestabilitd prin metoda thjumatating pasulut poate H
semnificatlv optimizat observind cd, potnvit figuni 2.2.3, care reprezinté retelele punctelor de
integrare pentru primele patty etape ale procesulu de Tnjumdtatire, nu este necesard evaluarea
functiel in toate punctele de integrare, o1 doar In cele (figurate prin cercurt) prin care au fost
injuméatatite subintervalele retelel utilizate Tn etapa anterioard. Eestul walenler functier, deja
calculate la pagil anteriori, sunt folosite implicit stabilind o relatie de recurentd intre doud
aproximatil consecutive ale integraler.

Primele aprozimati furnizate de formula trapezel or pot f1 scrise:

T;E[M@} T
2 2
?;:kl[%+f[a+;gl)+@}, By=h, 12 (2.2.9)

pi =kg[%+f[a+;zg)+f[a+2;32j+f[a+ 3&2)+@}, By=h (2 (22100

=g poate wverifica fard dificultate cd acestd succesiune de aproximaty poate i descriza
cu ajutorul procesulut tterativ

k
?B:E[f[a)+f[b)], By=b—-an =1 (22:11)
i=1
By =k, P20, =20, k=12, (2.2.13)
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unde Ak, =(b—a)ln, este lungimea subintervalelor dupid etapa &, iar x, = 2" reprezinta

numérl corespunzitor de subintervale sau, echivalent, numérul punctelor ned de integrare s
de injumatifire a subintervalelor pentry etapa urmdtoare.

Procesul recurent (2.2.11) - (2.2.13) trebuie continuat pand cand diferenta relativi
dintre doud aproxmimati succesive ale integralel devine ma mici sau egald cu o tolerantd
prestabilitd = Pentru a ewvita Tmpérfirea cu O implicatd de evaluarea eroni relative In cazul
T, =0, expnméim cnteriul de convergenta sub forma

R EG (2.2.14)

Algoritmul (2.2.110 - (2.2.14) al metodet trapezului cu control automat al pasulu de
integrare se regéseste sub forma functiel TrapezConirol care urmeazi:

#include <stdic.hl>
#include <math. b
#define P1 3.141592A(5358979323084/26433832795

doukle Funcidoukle =)
i

return atan (i) ;

¥

double TrapezControl (doubkle a, doubkle b
f* Calculeaza integrala functiei Func pe intervalul [a,b]
utilizand formula trapezelor cu control automat al pasululi de
integrare */
i

const double epz = le-6;

const int kmax = 30;

doukle h, =um, t, ti;

long i, n;

int k;

h=5b - a;

n=1:

£t0 = 0.5 # h *# (Funcia) + Funci(k)); /faprox. initiala

for (k = 1; k <= kma=x; k++)
i
gum = 0.0;
for (1 = 1; 1 <= n; 1i++)
=um += Funcia + (1 - 0.5 * h);
t = 0.5 * (t0 + h * sum);
if (fabs(t - t0) <= eps * fabs(t))

brealk;
h #= 0.5;
n *= Z;
td = t;

1

if (k »>= kmasx)
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printf {"TrapezControl: nr. maxim de iteratii
depazit!lin™) ;

return t;

1

vold main ()
{

printf{"integrala functiei atanix) pe intervalul [-pi/Z
3pi/2] are valcarea: %.8f\n", TrapezControl (-Pi/2, 3*Pi/f2)):;
}

Parametr: formali a1 acestel rutine au aceeagl semnificatie cu cet al functiel Trapes.
Pentru ca numénil punctelor not de integrare n, ca putere a lui 2, 28 nu depéiseascd valoarea
mazimi de tip fong reprezentabild (pentru tmajoritatea implementiril or limbajulu C egald cu
21— 13, numérul de injumdtitin ale subintervalelor este limitat prin variabila fmax la 30
Diaca, datoritd convergentet slabe a procesulul, se epuizeazd cele Apmax tterattl posibile fard a
se fi ating precizia dontd eps In calculul integralel, se iese din ciclul Injuméatitinler cu
variabila de control kincrementatd la val oarea szt 51 se emite un mesaj de ercare.

23, Formula lui Sirmpson
23.1. Aspecteteoretice

O formuld de cuadraturd cu un grad de precizie ma ridicat decét formula trapezulug se
obtine particulanzind formulele MNewton — Cotes pentm n= 3 se obtin coeficienty Cotes:

H, :_] g - 2dg == (23T
2
Hz=—gfnc5f[q—2}fq=§ (2.3.2)
H, == ala ~1Yg == (23.3)
375 , 4 ) 5 )
1, avand in vedere cd b—a=x;, — x) = 2k, rezultad foremla lui Siepson

L &
|, 7@ s 2 (h+455). (2.3.4)

Din punct de vedere geometric, aceastd formuld implicd inlocuirea curber ¥=fAx) cu
parabola y = F,(x) definitd de punctele (x, /) (x,, /) s (x5, A )

Admitand cd Ax) apartine claset funchilor continue Tmprevnd cu primele patry derivate
pe [c;t,b](flzx:le C’*[a,bD, se poate obhine o estimare a restulw formuler hm Simpsen printr-o
tehnica similard celet utilizate in cazul Formulel trapezuln,

5
=- ) selat] (235

Este important de observat cd restul formulei lui Simpson depinde de k°, in timp ce

restul formulei trapezului depinde doar de #°. Se constatd cd formula Simpson este exacti nu
numal pentru polincame de ordinul ded, of g1 pentru cele de ordinul tred.

Pentru a stabili o formuld de interes practic, care & asigure o precizie satisfacitoare
pentty un integrand arbitrar, se generalizeazd relatia (2.3.4), similar formuler trapezelor,
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facand uz de adithvifaiea integralel fatd deintervalul de integrare. Astfel, dimzénd intervalul
[@.8] printr-un num & ippar, #=2m+1, de puncte echidistante,

x=at+i-1k, i=12_ 1
caracteriz ate prin echidistanta

b—a b-—a

n-1  2m
se poate aplica formula lut Simpson (2.3.4) pentru fiecare din cele # subintervale duble de
lungime 24 determinate de cele trel puncte de retea consecutive: [xl,x3 ],[x3,xj ],...,[xn_j,xx ]
Geometric, aceastd abordare rewine la aproximarea integrandulul prin arce de parabold pe
fiecare pereche de subintervale consecutive. Este evident cd pentru un num & par de puncte de
retea, Pormula lu Simpsen nu poate fi aplicatd de un numér Tntreg de on. Cu toate acestea,

integrala pe intregul interval [a&] poate fi scrisd:
2 P i #
oS (h +4f + £)+ (A + 40 + 50+ 42 #4000+ 1)

Eegrupand termenii rezultd de aict foreada fui Simpson generalizatd,
?
| f[x}:fm%m e, + 20 + £, ), (2.3.6)

unde
(=312 (=132

o, = %‘,fznls &g, ;,fﬂi (2.3.77)

suma ) se compune din termentt de indice impar, In timp ce &, Insumeazd term eni
cu indice par.
Admitand ci j[x;lEC'('ﬂ'[.:z,b], restul formuler lui Simpson generalizate se obtine

fnsum dind restunle de tipul (4.3.5) pentru fiecare din cele s subintervale de lungime 24 ale
intervalului [a 5]

5 PRTE
R T o) = BB s gl ) @35)

Functia Simpeond, listatd in continuare, codificd intocmal formulele (2.3.6) — (2.3.77).
semnificatia parametrilor este aceeagt cu cea a parametrilor functiel Trapez, descrisd anterior,
st numele functiel wtilizater este transmis ¢ aici prin lista de argumente.

float Simpsonl (fleat Func(fleat), fleat a, flcat b, int n)
/* Calculeaza integrala functiei Func pe intervalul [a,b]
utilizand formula lui Simpson cu n puncte de integrare */

i
float h, =1, =2;

intia, par =:0;
if ((in/2)*2 == n) n++; d/lincrementeaza n daca este par

h=1(b-a) / (n- 1)
gl = =2 = 0.0;
for (1 = 1; 1 <= (n — 2); 1++4) |
if {(par) =1 4= Funcia + 1 * h);:
else 52 4= Funcia + 1 * h);
par = ~par;

17



return (h/3) * (Funci{a) + 4*=32 4+ 2*¥=1 4+ Funci(k)):

In situatile in care in mod eronat numanl punctelor de integrare », comunicat mitines,
este par, el este incrementat Adunarea alternativd a termenilor la ¢ sumi sau alta este
controlatd de wvalorile wvariabiler intregt par, care, prn actiunea operatorulu -~ de
incrementare bit-cu-bit, 1a alternativ valon nule §1 nenule.

oe peate realiza o codificare ma eficientd rescrind relatile (2.37) sub forma

(x-3)42
o = Zf':xml)’ Kypap=da +i[2’33) (2.3.4)
il
[n_3)i2
ay = flx )+ 00 f(xzml})v Xagen = X T4, (2.3.10)

i-1

astfel incdt num drul termentlor din cele doud sume s fie egal, indicele § parcurgind acelast sir
de valori. In implementarea datd mai jos nu mal este necesard structura de selectie 7, decarece
la fiecare iteratie este adunat céte un termen fecérel sume.

float ZSimpson (float Funcifloat), flocat a, float b, int n)
/* (Calculeaza integrala functiei Func pe intervalul [a,b]
utilizand formula lui Simpson cu n puncte de integrare */

i
float h, hZ, =1, =2, =:
int 1;

if ((n/21*%2 == n) n+t++: dfincrementeaza n daca este par

h=1i{b-a)/ (n—- 1i; h2 = 2*h;
=zl = 0.0; =2 = Func(ath):
for (1 = 1; 1 <= (n - 3/2; 1++) |
H a + 1*h2;
=2l += Funcix):; =2 += Func (x+h);

return (h/3) * (Funci{a) + 4*s32 + 2*¥=1 4+ Funci(b)):

Za 31 1n cazul metodet trapezel or, se poate concepe un algoritm avéand la bazd formula
lui Simnpson, care s8 realizeze Th mod autom at adaptarea pasului de integrare pentru efectuarea
cuadraturii cu o anunitd precizie prestabilitd = In esentd, trebuie comparate aproximafiile
calculate recent ale integralel, corespunzitoare valonlor & 51 &2 ale pasului de integrare,
injuméatitind pasul pand cind ercarea relativa pentru doud aproximatii consecutive scade sub
valoatea g

Aviand In vedere aproximatile date de formula trapezelor pentr walon ale pasulu de
integrare Tnjum dtitite succesiv, se poate verifica fard dificultate cd apromimatile formuler lm
Simpson potfi exprimate in raport cu cele dintéi:

5 =%1[ﬂfa)+4f[ﬂ +ﬁ1)+f(b)]=¥

P =_[f[ﬂ)+4f[a +h 0+ 2 (a+hy ) +47 (2 +3}32)+f(b)]= 4T’23‘ 1

........................................................................... (23
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Generaliziind aceste rezultate, avem
4Tl‘*ﬁ4
3

Cu acestea, algortmul pentry calculul recursiv al apromimatitlor formulet lu Simpson
poate f1 descriz cu aptoni relatulor:

S, = (2.3.12)

T= B0 B, hymboa. mt 2313

7 :% T +’Egs;—1i f[ﬂ +[i _”2)"%5;—1):|= k=12, (2.3.14)
iml

&:E;;EFM:MJi I — (2.3.15)

Acest proces este continuat pand cénd ercarea relativd Tn calculul integralel dewine
mal micd sau egald cu toleranta prestabilitd = Ca g th cazul metodet trapezelor, pentr a trata

unitar g situatiile in care &, =0, scriem acest cniteriu sub forma:
5, -S| =4S (2.3.16)

Argumentele, variabilele s constantele locale ale functiel SimpsonControl, scrisd pe
baza acestut al gorttm, pastreazd semmficatia pe care o au in cazul funchiet TrapezControl.

#include <stdic.h>
#include <math. h>
#define P1 3.141592E535897932384/254338327095

float funci(float =)
i
return stan(x) ;

¥

float Zimp=onControl (fleat Func(flecat), float a, flecat k)
f* Calculeaza integrala functiei Func pe intervalul [a,b]
utilizand formula lui Simpscon cu control automat al pasulul de
integrare */
{
const float eps = le-6; //precizia relativa a integralel
const int kmax = 30; d/numar maxim de injumatatiri
float h, =, =0, =sum, t, t0;
long i, n:

int k:
h =k - a;
n=1

=0 = £0 = 0.5 * h *(Func({a) + Funci(bk)); //aprox. initiala

for (k = 1; k <= kmax; k++)
i
gum = 0.0;
for (1 = 1; 1 <= n; i++)
=zum += Funcia + (1 - 0.5 * h);
t = 0.5 * {(£0 + h*=zum) ;
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2 = (4%t — t£01/3; /fnoua aproximatie
if (fabs(z - =0) <= eps * fabks(=))

break:; /ftesteaza convergenta
h *= 0.5;
n *= 2; =0 = =;
tl = t;

1

if (k »>= kmax)
printf{"Simp=onControl: nr. maxim de iteratii
depazitlin™) ;

return =;

1

vold mainf)
i
printf ("integrala functiei atan(x) pe intervalul [-pi/2
3pi/f2] are walcarea: %.8f\n", SimpsonControl (func,-Pi/2,
8* Pif2) 3
1

2.3.2. Desfasurarea laboratorului

1. Se va aplica algoritmul metodet trapezelor 31 algonitmul metodel lu Simpson, ambele cu
control autemat al pasulul de integrare, pentna a calcula valoarea integralel or de la punctele
a)..e). Preciziarelativd vafi 6 zecimale tar rezultatele se vor afiga cu B zecimale. Se va alcitu
un tabel cu diferentele Intre valoarea integraler calculatd direct s cea rezultatd Tn uwrma
aplicinl metodet trapezelor respectiv Simpson pentru fiecare din cele 5 integrale.

a) E%cfx = lnlxl E

T s J,5111
b:' -[lx A= W{
-1

0 0
¥ r
cl _[E dr=g |
5 -5

x . =
) _L sif xfx = —cos x|u

Ix

ks B
e} _Iliarctan xdx = xarctanx—;g{
ey 20l +x ]l_;
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L3. Rezolvarea numerica a ecuatiilor diferentiale ordinare

3.1, Metoda Euler
3.1.1. Aspecte teoretice

Problemele modelate cu ecuatn diferentiale ordinare se caractenzearzd printr-o singurd
variabild independentd 51 una sau ma multe variabile dependente. In aplicatule gtuntifice g
tehnice, vanabila dependentd este timpul (&) sau spatiul (x). Indiferent de ordinul ecuatien
diferentiale, care rezultd din modelarea matematicd a problemet, rezolvarea numericé se poate
reduce intotdeauna la o ecuatie diferential & de ordinul L

De exemplu, o ecuatie diferentiald de ordinul I
2

d”y dy
T+ q(x)——=r(x)
dx X
este echivalentd cu un sistemn de doud ecuahn diferentiale de ordinul T
o
2o z(%)
b
dz

g

In general, o ecuaiie diferentiald nu are solutie unici In aplicatile concrete, se poate
obtine solutie unicd dacd se cunosc valonle inifale ale functiel necunoscute (problemd
Crncky) sau valonle pe frontiera domentulw de definitie (prodiemd Dirichles).

Formularea completd a unet probleme ce constdin rezolvarea unel ecuatll diferentiale
de ordinul I (probiemd Caucky) este:

y'=Fxy)

yixg) =y,
unde x; este valoarea tnitial & a variabilel independente.

Metoda Euler este foarte importantd, nu atit din punct de wvedere practic (se
acunuleazd eron man de aproximare) cat ma ales conceptual, pentru Intelegerea metodelor
numerice evoluate, de mare eficientd

Fie problema Cauchwy

¥'=flxy)

y(xg) =), (2.1.1)
Dezvoltdm functiayiz) in serie Taylor, intr-o vecinétate a punctulm
Y = 78) +5' ()= 20) + (CRE IS

= Eek

Introducem pasul de discretizare f U s rescriem relatta de ma sus neglijénd
termenii de ordin superior lui 2:

wx=y(x)+h yix)
Termenit din partea dreaptd sunt cunoscutt din relatile (3.1.1) 1ar valoarea lw _}’(I) e

e X=x.+4h
evalueaci in 0 :
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M-

Wy +h)=yixg ) +h Fixg.m)

Motsm Yixg)= vy, Yixg+k-h) =.J’?.E., K= 2 s " si obtinem:

Pasul 1: Hi-=05 +’E3'f'(xns.l"u),
Pazul 2 ¥y =3tk FixLn)
Pasul 3 Y3 =yt Jlxg.v)

Pasul n+1: Vus1 = Vu HH FH) xx:xu‘l‘n-;?_

,unde

Functia necunoscuti y(x) se determiné astfel prin valonle sale in puncte echidistante:

Far Vi e Yy

Programul in CH care determind valorile functiel yix) este listat man jos.

#include <stdic.h>
Fleat fifleat x; :Elostay) Sifunctis-Flxai)

{
return v / (v—-x);

1

int main (void)

{

3.2
321

float ==0.0, w=1.0, h=0.5; // wvalorile initiale =x,, ),.%
int n=0;
printf ("n=%3d x=%8.4f yv=%8.4f \n",n, ¥ v);

for (n=1;n<=10;n++) |

v=y+h*f (x,v); A relatia y,,=y,+& Fix,.»y,)
x=xth;

printf ("n=%3d x=%8.4f yv=%B.4f \n",n, %, v):

1

return 0;

Metada Euler modificati
Aspecte teoretice
Dezawantajul principal al algentmulul Euler 11 constitiie eroarea de calcul cumulati

(determinati de neglijarea termenilor de ordin superior lui 2). Pentru a reduce aceastd eroare
se impune folosirea unu pas de discretizare &, foarte mic, ceea ce duce la cregterea timpulu
de executie. Agoritmul i Euler poate fi mat eficient daci se utilizeazd in calcul, valoarea
functien fxyd la ambele capete ale intervalu de discretizare 2 De fapt, la fiecare pas,
valoarea y,, se calculeazd in doud etape Prima etapd este cea din algoritmul Euler 1ar in a

doua etapi se efectueazd o corectie a valorn obfinute.
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Paz 1 wm=yoth flx.0).
J"lr = f':xp.}’l:';

Faz 1 - corectie: F1=Y +£g-(y|;+y{)f2,

yi=Jlx.ml.
Faz 2: Fa :y1+';g'f|:x1=y1),
..}?5 =f(x2r.}?j:|;
Pas 2 — corectie: Yy =y +k- () +J”5)f2,
¥2=JF(x3.9).
Pas n+1: V=Mt B (00)

Va1 = J (X 0]
Yl =V TRy Fy) i 2
-J’?:;+1 = f(xm+1=ym+1);

Pasz n+1 — corectie:

unde x, = x,+#- 4.

In etapa a Il-a, se corecteazd valoarea 1w y,,; considerind media derivatelor in
punctele x, s x,,; . Pentru cresterea preciziel, secventa de corectie se poate reluainci o datd.

Cerinta de a folost un pas de discretizare b, cit ma mic se mentine § in cazul metoder Euler
modificate.

Programul in C4+ care determind walenle functier y(x) este listat In continuare
Problema Cauchy din program este:

Y xe[0, o0
yox
Yo=x0)=1 (Selutia analiticd, exacti, este y(x)= x4zt 410,

y'=

A/ Algoritmul Euler -modificat
#include <stdic.h>

#include <math. h>

float f(float =, float v)

i
return v/ (v—-x);
1
int main{void)
§
float ==0.0, v=1.0, h=0.05, v1, v2;
int n=0;

printf{"n=%3d =x=%8.4f v=%8.4f “n",n,=,v);
forin=l;n<=50;n++)1
v1=~f (x,¥v);
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yeerh s, 4y

H=xHt+th;ve2=f (%, v);

yv=y+h* (v14v2) /2

printf ("n=%3d ==%8.4f y=%8.4f wval exun%8.4f n",
ny, %x-h,v, xtsqrt (2F=x+11) ;

1

return 0;1

3.3,  Mefade Runge — Kutta
313.1. Aspecteteoretice

e bazeazd pe evaluan ale functier Axy) (cuncscutd ca expresie analiticd)
derivatelor sale Tn raport cu wariabila independentd x, in mait multe puncte ale intervalulu de
integrare. e asigurd astfel o precizie mat bund, ca urmare a faptulw cl funchia fixy) este datd
1ar denivatele de ordin supenor ale functiel necuncscute yix) sunt exprimate pnin denvate
parfiale de ordin superior ale lw fixyixl).

Fie problema Cauchy

y'(x) = f(x)
M x) = Mo
se evalueazd denvatele de ordin supenor ale functien y(x):
y'(x) = f(xy)
234
9= Ls LB f ey f, () SV =y hy )

¥(x)

25 Ardy Ffady fiavy dd
97 Frdy f[y]Jri y_

T A dxdydr kv dr 0 \dx)  dydxd

= Fo  F AL S A Sy = S A2 S A )= (332)
S A AT R A

Algoritrnul Eunge — Eutta de ordinul 2, se bazeazi pe dezvoltarea functiel yix) in sene

Taylor luind In consideratie termentl pand la ordinul 2 de denvare. Formulele de bazi,
iterative, sunt:

Vou =¥, tak thi, wunde (3:3:3)
'E"'-l = 'Ezf[xxh}?x :L

by =hflx,+a by, + 8 k)

Constantele o, &, @, &, vrmeazd a i1 deterrunate din conditia ca (5.3.3) sd reprezinte o

dezvoltare in serie Tayler afunchel yix) in jurul punctulu x,, pentry x =x,,;:
f '332 I ;33 e
J’(xn+1:'=y(xxj+ﬁzy (IH:I'F?_}? Ii}:le+?_}r (};xj+ ...... =
(3.3.4)

2 3

= y{xx)-l_'sgf(xx’yx) +%[fx +ﬁ}':lx +%[fﬁ +2ﬁ?ﬂ-‘ +f}9'f2 +fxf}' +‘f’{J"2)x g

Cu indicele # la paranteze, am indicat cd evaluarea functiet se facein (x,.3, ).
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Pe de altd parte, folosind dezvoltarea in serie Taylor pentru functin de doud vanabile,
in jurul punctului (x,,y, ), obtinem:

fla,+a- by, + 8 k)= flx, )+ a-hf,+ Bk 1, +
151 232 3.3:0])
a'h 8k (
b Belafy + iy o
unde toate derivatele au fost evaluate in punctul (x,, 3, ).
Tn expresia (3.3.3), inlocuim parametrii &, &, folosind expresia (3.3.5):
g
2
Comparand expresule (3.34) cu (3.2.6) a1 1dentificind coeficienttn pentru A& a1t i
obtinem relatiile:

mu=yx+@+ﬁ%,f+bkﬂ@,n+ﬁgﬁJ+MﬁF§Jﬁ+qgﬁ+ fﬁ%]+m (33.6)

a+bh=1
337
b-&':b'ﬁ:% I: :I

ststetnul  (3.377) are mal moulte soluti, fiind format din tret ecuafi cu patru
necunoscute. O solutie simpla gt echilibrata este

1
a=b=_, @a=§ (3.2.8)

Algoritmul Runge — Kutta de ordinul 2:

FPentru problema Cauchy:

y{(x) = Flxy);

y(xu:' =Y,

~e alege pasul de integrare &, x, = x; +2- A §t e calculeazd pentru 2=, 2, 3, ... M
wvalortle functier y(x,):

kl = "Ezf[xwyx )=

ky = 'ng[xx £h. ¥ ‘Hcl)

1 1
=y +=k +=i,.
Pl Fu o 1 o 2

Algerittnul este de Tordinul 27 pentru cd in certile Tayler se tau 1h consideratie
termenii ce contin dertvate pénd la ordinul 2, inclusiv,

Algoritnul Funge — Eutta de ordinul 4 este similar dar se 1au in consideratie tertm eni
ce contin denwate pand la ordinul 4, inclustw; n final, din 1dentificarea termentlor ce contin

hoAE ROE se obtin 11 ecuatii cu 13 necunoscute, deci doud necunoscute se aleg arbatrar.

Algoritmul Runge — Kutta de ordinul 4:

Pentru problema Cauchy:

yix=j(xy)

Yix) = Vs

-e alege pasul de integrare &, x, = x; +2- k& §t se calculeazd pentru #=4, 2, 3, ... N

walonle functiel y(x,):
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Vsl = Vo +E(fc1 kit 2y Ak

Algoritmul Funge — Euta devine 31 mat performant prin controlul adaptiv al pasulu de
tteratie, h; cénd witeza de variatie a functien v(x) cregte, trebute micgorat pasul 1ar cind funcha
are o variatie lentd, pasul poate f1 méant Viteza de variatie a uner functy este dati de valoarea
derivatel sale.

// Runge-Kutta ordin 2:
#include <stdio.h>
#include <math. h>
float f(float =, float v)

{

return v/ (v—x);

}

int main{void)

i

float ==0.0, v=1.0, h=0.05, kl, k2 ;

int n=0;

printf ("n=%3d x=%8.4f v=%0.4f “n",n,x,v);

forin=1l;n<=50;n++) ¢
kl=h*f (x,v):
k2=h*f (xz+h, v+k1) ;
v=y+ (k1+k2)/2;
x=x+h;
printf ("n=%3d x=%8.4f vy=%85.4f
val ex: $8.4f\n", n, 2, v, ®2tsqrt (2%=2+1) ) ;
1

return 0;

// Runge-Kutta de ordin 4

#include <stdic.h>
#include <math.h>
float f(float 2, float )
{
return v/ (v—-x):
1

26



int main (void)

{

float ==0.0, v=1.0, h=0.05, k1, ki, k3, ki ;
int n=0;

printf ("n=%3d x=%8.4f v=%8.4f “n",.n,®Z,v);

forin=l;n<=50;n++1 |
k1l=h*f (x,v) ;
kZ=h*f (x+h/2.0,v+k1/2.0) ;
k3=h*f (x+h /2.0, v+k2/2.0) ;
kd4=h*f (x+h,v+k3) ;
v=v+ (K14 2%kE24+2*%k3+k4d) /A, 0;
x=xth;
printf ("n=%3d x=%8.4f vy=%85.4f

val ex:$8.4f\n", n, 2, v, ®2tsqrt (2%=2+1) ) ;

1

return 0;

¥

3.3.2. Desfiasurarea lahoratorului

1. Se wa aplica algoritmul metoder Euler modificatd @ algoritmul metodet Eunge — Eutta
pentty a rezeolva ecuattile diferentiale de la punctele a)...c). La fiecare ecuatie, pentru solutile
wltirniler 4 pagt, se determind ercarea procentual i fatd de valoarea exactd dupa formula

pracent = Exact — aprox X100
axact

3—dy : i 3 19
al y'= \ 1h=—4; solutia analiticd: W x) = —— —
o o (1) t y(x) TR
MyEEgy@%rﬁxd@amﬂ&iyﬁ%r#f—B

LS
c) y'=2-e* -2y y(0)=1; solutia analitic y(x)= 1+%e4” —%e'“
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L4. Cuadraturi gaussiene

4.1, Farnila Gauss-Legendre
4.1.1. Aspecte teoretice

Calculul uner mntegrale cu ajutorul onicérer formule Newton-Cotes implicd valon ale
integrandulut corespunziteare unet retele de puncte echidistante. Scheme de ordin difent
se deosebesc Tn esentd prin numdrul punctelor de integrare (nu prin modul lor de
alegere) #1 prin ponderile asociate. Prin comparatie, ideea de bazd a metodelor de
integrare gaussiene constd atdt Tn alegerea optind a ponderilor, cdt 31 a nodurilor de
integrare, astfel Thcdt s rezulte formule de cuadraturd cu grad de precizie maxim pe
anumite clase de functii (de exemplu, pe clasa pelincamelor algebrice) Avand la
dizpozitie un numér dublu de grade de libertate care pot {1 fizate (nodun 51 pondernt), se
pot obtine formule de cuadraturd cu ordin de precizie dublu fatd de formulele MNewton-
Cotes cu acelagt numdar de termeni.

Decarece orice integrald pe un interval finit [ab] poate f1 transformatd printr-o

schimbare liniard de variabild intr-o integral & pe intervalul [-1,1],

b b—ayl [(h—ua b4a
[r@ae-2ET f[ 2542 ]ci'x, @1

rezultd cd formulele de cuadraturd pentr intervale finite pot i dezveoltate, férd a le reduce
generalitatea, pentru intervalul standard [-1,1].
HMe punem problema alegerit punctelor de integrate g %3 ... % 51 a pondenlor

Wi, W3 v Wy astfel tneét formula de cuadraturd
1 ]
[ f(xx= !Z_Ewif{xij (4.1.2)

sd fie exactd pentru toate polincamele de grad M cét mat mare posibil. Decarece aceastd
formuld implicd 2x coeficientt care trebuile determinati (wye % =4, 2, ..., #) 81 acelagt numdr
de coeficienti caracterizeazd complet un polinom de grad (Zx-I), este evident cd gradul
maxim este AN = Zn-1.

Pentru ca formula de cuadraturd (4.1.2) =4 fie exactd pentru onice polinom de grad
mal tmic sau egal cu (Zx-7), este necesar 31 suficient ca ea sd fie satisfdcutd pentru gird

Jundamental de functi
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1 R e (4.1.3)

adicd, s& abidloc
Log g sk E
Lx dx = gwixi . k=01..22-1 (4.1.4)
Intr-adevir, orice polinom de grad mai mic sau egal cu (2x-0) poate fi reprezentat sub

forma unel combinati limare afunctilor sirulw fundamental (4.1.3):

2n-1 i
Q(x) = D apx
k=0
Integrénd ambiu membri a acestel relati Intre —1 51 1§ tindnd cont de formulele (4. 1.4), se

obtifie succesty:

1 2n-1 1 i n-1 b ” b -1 1
I_IQ(xjdx: Z.:zk_l-_lx dx = ZaEZwixi = ZWE-ZEIR_X;; :
k=0 k=00 k=0

- iml i=l -

adicd
[L0mds=2m0(),

ceea ce demonstreazd propozitia.

In principiu, pentru determinarea nodunilor 2 ¢ a ponderilor wy ale formuler de
cuadraturd (4.1.2), poate fi folesit sistemul nelintar (4.14), avind ca termeni liben
integralele

1 2f(k+1) kpar

.I:fkdx:{[j ( ! kiIr:;par.
Dacd » este mic, sistemul (4.14) poate fi rezolvat analitic. In schimb, pentta # mare,
rezolvarea analiticd prezintd dificultdf decsebite. De aceea, vorn utiliza o altd cale pentru
determinarea nodurilor 31 ponderilor formuler de cuadraturd (4.1.2).

In spatiul functinler de pitrat integrabal pe ntervalul [-1,1], netat ZL[-11],
polincamele Legendre Fyx) (=0, [, 2, ...) joacd un rol cu totul decsebit, decarece constituie
un sister oriogonal conplet, sau o bazd.

Oringonalitaiea polincamelor Legendre se exprimd prin anularea produsului scalar

dintre doud polinoame de ordin diferit,
.I-llﬁﬁ(x)ﬂ (X)efx =0, dacd m = », 4.1.5

1ar commpletitudinea lor revine la faptul cd orice functie /e L[-11] poate fi dezvoltatd in

mod unic intr-o serie convergenti in raport cu ele.
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In particular, orice polinom de ordinul & peate f1 scriz ca o combinatie linard de

polincame Legendre de ordin ma mic sau egal cu £,
k
Q%) = 2 cn B () (4.1.6)
=l

AInmull:ind scalar ambil membrt a1t acester dezvoltin cu polinomul Legendre Fyx) de ordin

a=k 51 folosind proprietatea de ortogonalitate (4.1.5), obtinem:
j O (%) B x)dx = ZC [ > (XIB (x)dx=0, k<n
Considerand In particular O (x) = x*, avem

jllx"ff,; G, R 4.1.7)

Pe de altd parte, fiind de ordin mal mic sau egal cu 2x-7, integrandul IEPH(’XJ satisface formula
de cuadraturd (4.1.2),

L os e k

REACCEPIEFACH (4.18)
s, compargnd (4.1.7) cu (4.1 8), rezultd sistemul

Zwixfﬂ(xij=ﬂ, o R e B 4.1.9)

i-1
Ecuatiile acestut sistem sunt satisfacute sirnultan pentry wal ot arbitrare wy nutnal daca

Eler=0 z=12...9 4.1.10
Prin urmare, pentru a obtine precizie mammain formulele de cuadraturd (4.1.2), este suficient
sd considerdm ca puncte de integrare z; cele # zeroun ale polinomulu Legendre Pux), care
sunt reale 1 distincte 1 sunt situate Tn intervalul {-1,1).

Pentru a determina ponderile w; asociate zerourilor x;, punem polinomul Legendre
Fax) sub forma
F;(xj=cﬁ(x—xj) 4.1.11)
il
st defimim polinemul de grad (#-0)
4 ':x) e cﬁ(x %), (4.1.12)

.‘:- iml

Oiix) =

care se anuleazd pentru toate zerounle lu Fufx) cu exceptia lut xp Pe de altd parte, derivata lw

Fix) este

B =3 [ (- x)

J=linj
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§1 2e observd cu ugurintd ca pentry x = x, are loc relatia

Qe (%) = Bl(xy), (4.1.13)

decarece Tn expresialui £/(x,.) se anuleazd toti termenii care contin factorul {x—x,).

Formula de cuadraturd (4.1.2) rémdne exactd pentru [Qm(xkj]a care este un polinom

de gradul (2x-2) g1 se deduce succesiv:
[l fax = Z‘,w @] =wlof @] = wla@l. @4.1.14)

unde s-a tinut cont ci Qﬁ(x) se anuleazd in zerourile lul Puix) cu exceptialw xp Pe de altd

parte, uvtilizénd (4.1.12) a1 integrand prin pért, rezulté:

[ [0 ] ax= Pz'ﬂ:' PE(_13'+2[_11Q;‘11(:<)P;(;@.:£X. (4.1.15)

S 1w
Awand in vedere proprietatea leiljl Pj( =1 3 faptul cd Q”’l(x)P (%) este un polinom

de ordinul (Zx-2), pentru care este exactd formula de cuadraturd (4.1.2), relatule (4.1.14) a1
4.1.12) conduc la

Ws-,[P::(xs;:'P =

+zsz‘“(ij(xj

i=l

sau

wi | Bi(x) | = ———+ 2w, 0 (x) Bl x,).

.E,

Tindnd cont de (4. 1.13), obtinetmn in final pentru pondenle wy
_— 2
S o8l

Formula de cuadraturd (4.1.2), cu cele » puncte de integrare egale cu zerourile

i=12,..n 4.1.16)

pelinemul Legendre Fyx) 51 pondernile asociate date de relatia (4.1.16), se numeste forsuda
de cuadraturd CGauss-Legendre i este exactd pentru polincame pind la ordinul (Ze-1)
IMumele particular al acestet formule este menit s34 ¢ decsebeascd de alte scheme din familia
cuadraturiler gaussiene, construite pe baza aceloragi pnncipi, Thsd pentru alte intervale de
integrare 31 utilizand proprietifile altor sisteme de polincame ortogonale (Cebizev, Laguerre,
Hermite etc.).

In cazul unui interval de integrare [ab] carecare ({cu a § b finite), formula de

cuadraturd Gauss-Legen dre are forma
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7 o ey e
Lf(é)ff§= > 2w (&), (4.1.17)
ial
unde punctele de integrare sunt definite n raport cu abscisele x; din intervalul standard
[-1.1] prin
b—a b4a
- = ok : 4118
G A @118
=e poate demonstra cd restul corespunzitor are expresia
__ndntl [ 4
g otbzal () sy gepgp] (4.1.19)

(2 + D[ (21T

In tabelul de mai jos sunt cuprinse citeva seturi de abscise §1 ponderi pentru
cuadratura Gauss-Legendre. Trebuie notat faptul cf pentru orice 2 nodunile de integrare 2
sunt distribuite simetric fati de origine In intertorul intervalulu (-1,1), 1ar pondenle
noduriler simetrice sunt egale. In cazul valorler » impare, oniginea insig este punctul

central de integrare (xgm+r = 0).

i i Xx; W
1 1 0 2
2 1,2 +0,57735027 1
3 1,3 +0,77459667 055555556
2 0 0.86538889
4 1,4 +0,86113631 0,3477854 84
e +0, 33995104 065214516
i +0 20617985 0,23692688
3 2.4 +0,53846931 047862868
3 0 0,06538889

Un prim exemply de implementare este programul de ma jos In care funcha

A3
OGaussLegs este folositd pentru a calcula .I-Zarctanydy, utilizénd fortnula Gauss-Legendre
=

cu & puncte de integrare.

Hinclude <stdio k>
Hincude <math b
#define Pi 3. 141 5026553550705 23 840 20433832705

float funcfloat ¥
i

}

float G aussL e gi(float Funecifloat), flodt a float k)
M Caledeaza integrala functiel Fune pe intervalul [ab] wtilizand cuadratira GaussLegendre cu é puncte de

integrare *f

{

return atarng ¥,

cotst float x[]={0., 0 2326191861, 066120935635, 093246051421,
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cotst float w]={0., 04679130344 0.3607415730, 0.17132449241;
float f, s xe, xi;
ititi;

f=05%h—qa);,xc=05%b+a),
g=10.;

forfi=1;i<=3;i+HH)
i
x= *fi];
s += w[i] % Funa xetx ) +F unelxe-xi));

}

return s *= £,

]
woid train)
i
privtfi "Trtegrala fanctiel arctan ¥ pe intervalul [-pdf 3pi2)] are valoarea: %0 20n",

Q0 aussLegh( func, -Pir2, 3*PL2,
1

Datoritd simetriel Th raport cu intervalul (-1,1), este suficient =3 se declare numai nodurile 31
ponderile pentru semi-ntervalul pozitiv (primele componente, 2[0] 51 w[0], nu sunt folosite).
Corespunzitor, abscizele din intervalul [ab] sunt generate sunetric fatd de centrul xe al
intervalului, ponderle nodunlor simetrice fiind egale.

D utilizare mai elegantd a cuadraturilor gaussiene presupune posibilitatea determin fri
prin calcul direct a absciselor i pondenlor pentru formule cu numér arbitrar de termens.
Pornind de larelatia de mérginire a zerounler polinemuluw Legendre Pux),

Cos 23_1;’? =X Zcos ot T,
2n+1 2n+1

un proceden simplu se bazeazd pe calculul iterativ al fiecdnn zere cu ajutorul metode
Hewton,

B |x®
E+l k R
A J—Pr mat k=012...., (41,20

portiind de la aproximatia initiald
A = cos(;;%’jﬁﬁ]. @121

Odatd determinate zerounle a;, ponderile wy rezultd imediat din formula (4. 1.16).

Eutina XGaussLeg listatd mai jos returneazd, prn tablourile = $1 w, & abscise o
pondert pentru cuadratura Gauss-Legendre pe intervalul [ab] Aceastd rutind apeleazd la
randul g1 funciia Legendre care evalueazd polinomul Legendre de ordin # 51 denvata sain
punctul x pe baza formulelor de recurenta

1 i=0
Bix) =4z, i=1 (4.1.22)
[(2 —DxB_(x) - G-DE_ ()], i=23...»
) = {n(m +DE(x)I(2x), 2 x =11 —
AlxE () — Bzt =1), el
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float Legendrefint n float x, float *d)
M Evwalueaza polinomd Legendre de ordirnid nin punchal x, retirnand derivata in *d %

{

}

float f, finl, finid;

it i
fin==0{
f=10,*=0.0,
T oelse |
f=x,fml =10,
for (1=2, i<=1y, i++) {
find = fml, fml =1,
f=(2%-11%*m] — (-1* 20,
h
= rx¥r — 1007 ¥ — fn )b — 100 0 0 5% 0¥ ok 1) ¥
}
teturn £

void 5 ausslegfloat a float b, float x[], float w{], it 10

f Calrdeaza abecise s ponderi petitrn formoda de cuadratira G agss Legendre
ab —limitele dom endubal de indegrare

w[] - tablowl ponderilor

x[] —tabloul abacisel or

1 —romard punctelor de integrare %

{

cotist float pd = acos (-1.0); Hreonstanta g

cotist float eps= 1e-6; Heriteriu relativ de precizie
float d, £ xe, =;

it i;

for(i=1;1i<=(n); i+4H {

= = cos(pd*i-0.3AnH 570, Haproximatie initiala pentos zeto
do { frafinare cumetoda Newton
f=Legendrelnz&d [/ d;
z-=1
I while (fabgf) > eps*fabg(z),
x[i] = -z x[tritl] =z Mzeroun simetrice
wli] = wln-i+l] = 2.04(1.0 - z*z)*d*d),; Hponder
I
()2 1= 1 | Mroam ar de puncte impar
Legendre(n0.0,&d);
x[n2+1] = 0.0
win2+l] = 2.0 d*d;
i
f=05%ba); xc=05%tta), Haoalare laintervalul [ah]

for (1=1 j1<=n;1++) {
x[1] = £*xfi] + =,
wli] = fwr[i];

Prin procedeul descris tnal sus sunt determninate efectiv numa cele »772 zerouri o
pondert corespunzétoare semi-ntervalului (0,13, restul fiind completate Tn tablourile x st w
prin simetrizare. Cazul numéaruhu de puncte » impar este tratat separat, functia Legendre fiind
apelatd numa penttu calculul denvater o In finalul rutinei, abscisele s ponderile
corespuncatoare intervalului standard [-1,1] sunt scalate pentru intervalul [ab].
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Programul de mat jos exemplificd utilizarea rutinel XGaussLeg pentru a calcula

.I-_Zarctanycfy, utilizénd formula Gauss-Legendre cu » puncte de integrare. Programul
R

afigseard valoarea integralel calculatd atdt numenc cit s prin Thlocuire Tn expresia analiticd
rezultatd prin calcul matematic.

Hinclude <stdio k>

#include <atdlib he=

#Hinclude <m ath b

Hdefine P1 3. 141 5028553580705 23 840204 33832705

float funcfloat ¥
i

}

float analiti e(fl oat )
{

}

float QG aussl e g float Fune(floaf), float & float b, ind 1)
M Caledeaza integrala functiel Fune pe intervalil [ab)] wilizand cuadratira GavssLegendre cu n puncte de
integrare *f

{

return atan ¥,

return u¥atan(y) —1.0402.0M0g1 O4uta);

float s *x, *wr;
inti,

x = (float®) mallocn*sizecf(float)); x--;
w = (float*) mallocin* sizeofi float)) ; w--;
G aussl egab.x w m;

g=10.0;
for(i=1;1i<=n; i++) s += w[i]*Funcx[i]);

free(x+10; freelw+10;
return s,

i

woid main()

{

prindfi "Inte grala functied arctan v pe intervalud [-P2, 3P12] are vdoarean't calewl mam eric: %20\
calcul matematic: % 2", 00 aussl eg/fune, -P12, 3%P12 50, analiti o3 *¥P12Y) — analitic] -P12T,
I

4.1.2. Desfisurarea laboratorului

=me va uttliza formula Gauss-Legendre cu 5, 10 apotr 25 puncte de integrare pentru a calcula
valoarea integralelor de la punctele a)...e). Se va alcadtm un tabel comparativ cu diferentele
procentnale Tntre waloarea exactd (calcul matematic) @ cea aproximativa (calcul numeric) a
integralelor in Hecare dintre cele tre1 situati. Procentele se determind utilizand formula:

2xct — apirax
procent = 2 =100
2 Xtk

a) _Ij%.:fx = lnlxl E

35



- x111
b Lx dr ="
-1

0 0
L3 u
) _[é' dr=g |
s 5

& x
d) _L it XX = —Cos x|u

3ax

2= i

E) _I-ﬁarctan xdx = xarctan x — L 2
= 2lnfl+x°)| =
2
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